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1. 序論　
液体の中でその圧力が飽和蒸気圧より低くなったとき，
液体中に存在する微小な気泡を核として気化が起こり小さ
な気泡が多数生じる．この現象はキャビテーションと呼ば
れている．この現象が発展することより，船舶用プロペラ
等の推進性能の低下，ポンプにおける揚程低下，騒音，振
動などが発生する．
特筆すべきはエロージョン (壊食) と呼ばれる現象であ
る．エロージョンとは，キャビテーションで生じた気泡が
膨張と収縮を繰り返しながら圧力の上昇に応じて小さくな
り，その過程でプロペラのような硬い表面近くの泡に粘性
と表面張力も作用してその表面に張り付きながら泡がくぼ
み崩壊する (Fig. 1)．その際に生じるジェット流の衝撃で
材料の表面を変形・劣化させる現象を指す．
エロージョンは，その現象が繰り返し生じることにより，
様々な事故を引き起こす原因となっている．その例として
は，H-2Aロケット 6号機の打上げ失敗事故や関西電力美
浜原子力発電所 3号機における配管破裂による死亡事故な
どがある．このようにエロージョンは重大な事故を引き起
こすが，その発生メカニズムは複雑であり事前に予測する
ことが非常に重要である．
芹澤 (2) は，有限要素法とMarker particle法 (3) を併用
することにより気泡の挙動とそれにより生ずるジェット流
を計算する手法を提案したが，圧縮性の表現に課題を残し
た．そこで本研究では，流体の圧縮性を表現するための新
しい手法を提案し，より正確な気泡の挙動を解析すること
を目的とする．
Fig. 1 Shape of bubble collapse by solid wall(1)
2. Marker particle法　
Marker particle法とは，粒子を用いて多相流を計算する
方法である．たとえば，気液 2相流を計算するとき，マー
カー粒子と呼ばれる気相と液相を表す 2 種類の粒子を計
算領域内に多数配置する．それぞれの粒子は対応する流体
の物性値を保持する．これらの粒子をラグランジュ的に移
動させることによって，液相や気相の形状や気液界面の位
置と形状変化を表現する．粒子の移動に必要な速度は，粒
子群とは別に用意されている空間固定の計算メッシュ上で
流れの支配方程式を解いて求める．このとき，液相と気相
が占める領域は時々刻々と変化するため，メッシュ上にお
ける物性値も時々刻々と変化する．そこで，粒子の分布状
況から物性値をメッシュ上へ補間したり，粒子をラグラン
ジュ的に移動させるための速度をメッシュから粒子へ補間
することにより，それらの値を求める．
この方法は，VOF 法や Level-Set 法といった本手法と
同じく固定メッシュ上で 2相流の境界を求める手法のよう
に移流方程式を解く必要がないので，数値拡散が混入しに
くいという利点がある．
Marker particle 法では 2 相流の境界の表現に Color
functionと呼ばれる関数 Cp を用いる．Color functionと
はマーカー粒子が持つ情報のひとつで，マーカー粒子の流
体の状態を表すためのものである．式 (1)のように本研究
では気体を表現する場合 1，液体を表現する場合 0と定義
する．
Cp =
(
1 if the particle represents gas
0 if the particle represents liquid
(1)
本研究では，キャビテーションにより生じた気泡の挙動に
関して解析を行う．したがって，各マーカー粒子に割り当
てられた Color function の値と密度を除く物性値は不変
であり，流体の種類を判別し各節点に物性値を与えるため
の仮想的な粒子であるため質量を持たない．本研究では，
気体の圧縮性を考慮するため，マーカー粒子の密度は流れ
の状況に応じて計算する．
3. 流れの支配方程式
現象を 2 次元とし，気液 2 相流を扱う．支配方程式は，
流体の圧縮性を考慮した，連続の方程式 (2)，ナビエ・ス
トークス方程式 (3)，(4)，状態方程式 (5)を用いる．
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p = a2 (  0) (5)
ここに，tは時間，(x; y)は直角座標，は密度，0 は初期
密度，u，vはそれぞれ x，y方向の速度，は粘性係数，p
は圧力，aは音速である．
4. 計算手順
本研究では，以下の手順を繰り返すことで計算を行う．
1. 粘性係数，音速，密度について各節点にマーカー粒子
から物性値の補間を行う．
2. 節点に補間された密度を用いて状態方程式 (5)より圧
力を算出する．
3. 求めた節点圧力を用いてナビエ・ストークス方程式
(3)，(4)より節点速度を求める．
4. 求めた節点速度をマーカー粒子に補間する．
5. 補間されたマーカー粒子の速度を用いて連続の方程式
(2)よりマーカー粒子の密度を求める．
6. 補間されたマーカー粒子の速度を用いて，式 (6)より
マーカー粒子を移動させる．
rn+1 = rn + un+1t (6)
ここに，rn は時刻 tn = nt におけるマーカー粒子の
位置ベクトル，un は時刻 tn におけるマーカー粒子の
速度ベクトルを表す．t は時間増分である．
連続の方程式 (2)の時間微分項がラグランジュ微分であ
る理由は，連続の方程式では粒子が持つ量，すなわち，物
質座標系で計算を行うためである．一方，ナビエ・ストー
クス方程式 (3)，(4)の時間微分項がオイラー微分である理
由は，空間上に存在する節点における速度，すなわち，空
間座標系で計算を行うためである．そのため，連続の方程
式とナビエ・ストークス方程式はそれぞれ異なる手法によ
り離散化を行う．
5. 支配方程式の離散化
5.1 連続の方程式の離散化
連続の方程式 (2)の離散化に関しては粒子法のひとつで
ある SPH(Smoothed Particle Hydrodynamics) 法 (4) を
用いて離散化を行う．SPH 法とは，連続体を有限個の粒
子の集合体とみなし，空間内の任意の位置での粒子の物理
量を計算する方法である．計算を実行する際，周辺粒子の
物理量をカーネル (重み関数) を用いて滑らかに分布させ
重ね合わせることで，任意点の物理量を計算することがで
きる．
SPH法では，粒子 iが持つ物理量 i の値は，その周辺
の粒子 j の j の値の代数和として，次式のように表すこ
とができる．
i =
NX
j=1
mj
j
j
Wij (7)
ここに，N は粒子 i を中心とした探索距離 R 内に存在す
る粒子の数，mj は粒子 j の質量，j は粒子 j の密度，Wij
は内挿カーネルと呼ばれ
Wij = W
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h
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(8)
で与えられる．ここに， = 1; 2であり，x1i，x2i はそれぞ
れ粒子 iの x座標，y 座標，hはカーネルの広がり，f は
f(s) =
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である．
また，i の勾配は
ri =
NX
j=1
mj
j
j
riWij (10)
で与えられる．式 (7)，(10)を用いると式 (2)について次
の離散化式を得る．
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ここに v1i，v2i はそれぞれ粒子 iの x方向の速度，y方向の
速度である．ここで用いる粒子の速度は，ナビエ・ストー
クス方程式 (3)，(4)から求めた節点速度を，粒子に対して
補間することにより求める．また，本来 Marker particle
法におけるマーカー粒子は質量を持たない仮想粒子であ
る．そこで，マーカー粒子の質量は，マーカー粒子の直径
とマーカー粒子の密度から算出し，マーカー粒子の直径は
計算領域の面積と計算領域上に存在するマーカー粒子の数
からマーカー粒子 1つあたりの面積を求めることにより算
出する．
連続の方程式の時間積分には差分法を用いて，式 (12)よ
り新しい時刻での密度を計算する．
n+1 = n +t
D
Dt
(12)
ここに，n+1 は時刻 tn+1 = (n + 1)t における密度で
ある．
5.2 ナビエ・ストークス方程式の離散化式
式 (3)，(4) に関しては有限要素法で離散化を行う．式
(3)，(4)に対する弱形式は次のようになる．

Z


u
@u
@t
d
+ 
Z


u

u
@u
@x
+ v
@u
@y

d

+
Z




@u
@x
@u
@x
+
@u
@y
@u
@y

d
 
Z


@u
@x
pd
 = 0
(13)

Z


v
@v
@t
d
+ 
Z


v

u
@v
@x
+ v
@v
@y

d

+
Z




@v
@y
@v
@x
+
@v
@y
@v
@y

d
 
Z


@v
@y
pd
 = 0
(14)
ここに，u，v は重み関数である．
式 (13)，式 (14) を三角形一次要素を用いて空間方向に
離散化することで，次の離散化式を得る．
M
@U
@t
+ [A (U;V) +D]U HxP = 0 (15)
M
@V
@t
+ [A (U;V) +D]V  HyP = 0 (16)
ここに，式 (15)，(16)の左辺第一項から順に，それぞれ x，
y 方向の時間微分項，移流項，粘性項，圧力項を表す．
ナビエ・ストークス方程式の時間積分には差分法を用い
る．時間方向の離散化式は次のようになる．
M
n+1Un+1  Un
t
+[A (Un;Vn) +D]Un HxPn+1 = 0
(17)
M
n+1Vn+1  Vn
t
+[A (Un;Vn) +D]Vn HyPn+1 = 0
(18)
その後，式 (17)，(18)を式 (19)のように変形する．
Un+1  Un
t
= F(Un) (19)
ここに，F(Un) は，式 (17)，(18)における時間微分項以
外の項をまとめたものである．最後に，式 (20) より時刻
t = n+ 1での節点速度を求める．
Un+1 = Un +tF(U)n (20)
6. 計算結果　
6.1 先行研究との比較
6.1.1 計算モデル
マーカー粒子の物性値を Table 1のように設定し，気泡
の収縮・膨張に関して計算を行う．計算領域は Fig. 2 に
示すような正方形領域で，中心から半径 0.02m の範囲は
気体を表すマーカー粒子で満たし，それ以外の領域は液体
を表すマーカー粒子で満たす．領域を囲む壁にはすべりな
し条件を与える．メッシュに関しては，x 方向，y 方向と
もに 50 分割している．マーカー粒子は計算領域全体で 9
万個配置する．初期条件として，節点には大きさ 0の速度
と圧力を与え，補間領域は補間を行う点を中心とした 1辺
1:2  1:0 2 の正方領域を対象とし距離に関する重み付け
により補間を行う．時間増分は 1:0  1:0 5 秒，粒子の探
Table 1 Property values
Fig. 2 Computational area
索距離は 1:0  1:0 3 とした．また，マーカー粒子は計算
領域の端では単純反射させることで計算領域からの流出を
防ぐ．
6.1.2 計算結果
気泡の中心における密度の時間変化を Fig. 3 に示す．
縦軸は密度，横軸は時間を示す．本手法で得られた結果か
ら，初期状態において液体と気体の圧力差により気泡が収
縮するが，それに伴い気泡内の密度が上昇しているのがわ
かる．その後，気泡内の密度は低下していることから，気
泡内の圧力が上昇したことによって周囲の液体を押しのけ
気泡が膨張している様子が確認できる．さらに，気泡内の
密度が上昇・低下を繰り返していることから，気泡も収縮・
膨張を繰り返していることがわかる．
Fig. 3 Time history of the density at the bubble center
6.2 実在物質の場合
6.2.1 計算モデル
計算領域は Fig. 2 を x 方向，y 方向ともに 100 倍した
ものを用いる．マーカー粒子は計算領域全体で 9万個配置
し，マーカー粒子の物性値は Table 2のように液体を表す
マーカー粒子には水の，気体を表すマーカー粒子にはジエ
チレングリコールの物性値を与える．初期条件として，節
点には大きさ 0の速度と圧力を与え，補間領域は補間を行
う点を中心とした 1辺 1:2の正方領域を対象とし距離に関
する重み付けにより補間を行う．時間増分は 1:01:0 5s，
粒子の探索距離は 0:1とした．また，マーカー粒子は計算
領域の端では単純反射させることで計算領域からの流出を
防ぐ．
Table 2 Property values
6.2.2 計算結果
Fig. 4に気泡の中心における密度の時間変化を示す．縦
軸は密度，横軸は時間を示す．実在物質の物性値を用いた
場合も，液体と気体の圧力差により気泡が収縮・膨張を繰
り返し行っていることが確認できる．
Fig. 5に各時刻における気泡の様子を示す．Fig． 5に
おけるベクトルは節点での速度を表す．初期状態にある気
泡 (Fig. 5(a))は，Fig. 4において最も密度が大きくなる
時刻 0.05 秒に周囲の流体との圧力差によって収縮されて
気泡内の密度が上昇し，密度が最も小さくなる時刻 0.2秒
において気泡が周囲の流体を押しのけたことにより膨張
し，それに伴い密度が低下していることがわかる．
Fig. 4 The density at bubble center
(a) t=0s
(b)t=0.05s
(c)t=0.2s
Fig. 5 The bubble behavior
7. まとめ　
本研究では，マーカー粒子が持つ密度を計算するために
連続の方程式をラグランジュ的に解く必要があり，そのた
めに SPH 法を導入した．そこで，マーカー粒子の密度は
ラグランジュ的に，節点における速度と圧力はオイラー的
に解く手法を提案した．その結果，従来の手法では表現す
ることができなかった流体の圧縮性を表現することが可能
になった．また，実在物質の物性値を用いた計算も行うこ
とができているため，計算安定性も優れていると考えられ
る．今後は，他の計算手法や実験値との比較により本手法
の精度を高める必要がある．
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